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Parte I — Analisi di Fourier

1) Determinare la densita spettrale di energia del segnale
g(t) =te " .
2) Si consideri il segnale

g(t) = i rect(t —2n).

n=—o0

Determinarne il periodo T}, la potenza, e i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier G .
Si consideri quindi il segnale

N jQﬁ'ﬂ,L
g(t)= > Ge "
n=—N
e si determini il numero N di armoniche necessario affinché g(¢) raggiunga il 50% della
potenza di g(t).

3) Un sistema di elaborazione di segnali opera secondo la relazione

y(t) = [a(r)e(r =1/ 2)dr

t—1

Determinare se si tratta di un sistema lineare e tempo-invariante, e determinare 1’uscita dal
sistema in corrispondenza al segnale di ingresso

z(t) = rect(t —1/2)
Svolgimento

1) Utilizzando la proprieta di derivazione in frequenza si ha

1 d .
G(f)Z_j%d—fF[e ]

Per determinare la trasformata di e utilizziamo 1la proprieta del cambio di scala e la

trasformata notevole dell’impulso gaussiano
Fle ] = Jre™r
ottenendo quindi la trasformata del segnale
G(f) = —jn*fe "

e la densita spettrale di energia richiesta

G = e



2)

3)

Si tratta di un segnale periodico per costruzione, avente periodo 1) = 2. I coefficienti dello

sviluppo in serie di Fourier risultano quindi

n=20

1
9
0 n=2kkeZk=0

n

G = %Sinc(n /2)=

(=1
———— n=2k+LkeZ
m(2k +1)

La potenza del segnale si ottiene come I’energia in un periodo divisa per il periodo, e risulta
pariad 1/2.

La potenza del segnale §(t) ¢ pari alla somma dei moduli quadri dei coefficienti coinvolti
nella sommatoria, ovvero € data da

Z G [ =|G, ] +2Z\Gﬂ, P =

n=—N
__2
‘2| Z‘ 2/<:+1

Osservando che |G| F=1/4, si deduce che il numero di armoniche necessarie per

rappresentare i1 50% della potenza del segnale ¢ N =0, corrispondente alla sola
componente in continua.

La proprieta di linearita del sistema pu0 essere scritta
Sfayz (8) + a,z, (8);t} = a,S{z, (£);t} + a,5{z,(t); 1},

OVVvero in questo caso

f (o, (7) + a2, (7)) (ayz (T —1/2) + o, (T — 1/ 2))dT =

:al]‘a;l(T) <T—1/sz+af z,(t—1/2)dr

t—1 t—1
che ¢ evidentemente falsa (ad esempio, nel secondo termine non appare af ), quindi il
sistema non ¢ lineare.

La proprieta di tempo invarianza puo essere scritta
S{alt —t,):t} = S{a(t)st —1,}

OoVVvero in questo caso

t—t

fx(T —t)x(r—t, —1/2)dT = f z(r)z(r —1/2)dr

t-1 t—t,—1

che, si verifica con la sostituzione 7 — ty = ¢, € vera, quindi il sistema ¢ tempo-invariante.



Y

2)

3)

L’uscita del sistema in corrispondenza all’ingresso x(t) = rect(t —1/2) & data da

y(t) = | rect(t —1/2)rect(r —1)dr =

%\\

|
—

:]u (t1—1/2)—u(r —1dr =

1
(t=1/2)u(t—1/2)=(t—Du(t—1)
—(t=3/2)u(t=3/2)+({=2)ut -2
Che ha la forma di un trapezio avente come base maggiore I’intervallo [1 / 2,2], come base
minore I'intervallo [1,3 / 2] ed altezza 1 /2.

Parte Il — Probabilita e segnali aleatori

Determinare la densita di probabilita della differenza tra due variabili aleatorie indipendenti
X ed Y, entrambe uniformi nell’intervallo [0,1].

Le misure X ed X, dipendono dalla variabile aleatoria X secondo le rispettive relazioni
X =aX+0b e X,=0a,X+b,. Le quantita a,, a,, b, e b, sono costanti non aleatorie.

Determinare il coefficiente di correlazione tra le due misure (u indica le medie e o le
deviazioni standard)

E[Xle] —

9,9,

Py =

Il segnale aleatorio
t—T%/2
T? )
Dipende dalla variabile aleatoria 7, uniforme nell’intervallo [0,1]. Trovare il valor medio del
segnale.

g(t,T) = rect(

Svolgimento

1)

La densita di probabilita della differenza di due variabili aleatorie pud essere trovata, per
definizione, come

d d d
=—F =—Pr{Z/ <~Al=—Pr{X-Y <
AR i »(7) , {Z <~} i { <7}
La regione di piano in cui si verifica I’evento {X —Y <~} ¢ il semipiano identificato dalla

condizione Y > X — . Si ha quindi

fffXY dﬂda——fff 3)dBda

—ff (o — vda—ff —(v—a))da

Che si puo leggere come un prodotto di convoluzione tra f, (a) = rect(aw —1/2) ed

f,(—a) = rect(a +1/2), dacui si ottiene f,(y) = (1— |~ [)rect(y/2).



2) Si ha, per la linearita dell’operatore di media,
p, =E[X |=EleX +0b]=
=a E[X]|+b =ap, +b
p, = E[X,] = E[a,X +b,] =
=a,B[X]+b, = a,u, +0,
012 = E[(Xl - /Jq)2] = E[((I X + b—a /’LX - b1)2] =
= Ela/(X — )]
o =B[(X, — )] =E[(@,X +b, —a,u, —b)]=

E si ottiene infine

172

Py = > -
V& 4,

3) Conviene introdurre una variabile aleatoria ausiliaria Z = T”. Il segnale pud essere riscritto

= sign(a, )sign(a,).

come
t—7z/2, |1 t€[0Z]
o6, 7) = rect(— ) =
dipendente dalla variabile aleatoria Z, avente densita di probabilita data da
1
f,(7) = —=rect(y—1/2).
2y
Poiché il segnale assume valore unitario dove non nullo, si ha
B 0 t<O0Vt>1
gt,2) =Pr{g(t,Z) =1} =%
[y teo
t
ovVVero

o(t,Z) = (1 —~t)rect(t —1/2).



