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Parte I — Analisi di Fourier

1) Determinare la trasformata di Fourier del segnale

g(t) = (1—t)rect(t / 2)

2) Determinare il segnale in uscita da un sistema LTI avente risposta impulsiva

h(t) = e " u(t)
e segnale d’ingresso
0 t—nT
z(t) = rect !
0=2 [ INE
3) Si consideri il segnale
2
g(t) = .
) 1+ 7t

Trovare I’energia, labanda B , , e quanta energia ¢ posseduta dal segnale a frequenze

B
maggiori della B , .

Svolgimento

1) Procedendo per derivazione
g'(t) = —2trect(t / 2)
g"(t) =28(t +1)+26(t —1) — 2rect(t / 2)
(127 G(f) = 2”7 4 2¢77*™ — 4sinc(2f)

sinc(2f) — cos(27f)
=0

an={ = !
4/3 F=0

2) Tlsegnale z(t) & periodico per costruzione, ed il suo sviluppo in serie & dato da

l‘(t): Z XkejQWkl,/TD

k=—00
1.
X, = Esmc(k‘ /2)
A questo punto conviene operare in frequenza, utilizzando la funzione di trasferimento del

sistema

1

T



Ed ottenendo

V() = h(t)* D Xe™™ = FIIH(f) > X~k /T)

= > H(k/T)Xe™" =

k=—00

= F[ > HE/ T)X5( K/ T,)
k=—00

_ i 1 sinc(k /2) 2T,
21+ 27k /T,

k=—00

Volendo ottenere una espressione piu esplicita nel dominio del tempo, sfruttando la linearita
del prodotto di convoluzione si ottiene

sty = 3 (1= e 47, /4 - aT)

e _(1 B ei(t,TU/alfnTU))u(t —T,/4—nT,) =
t—n%)

T, /2

R T f 4 )

NgE

rect(

n oo

_|_

n

NgE

o0

e (Hh/4mnTy) u(t+17T,/4—-nT)

NgE

n=-—0o0

3) Osservando che

1 1
= — + —
14 gnt  1— jmt

g(t)
lo spettro del segnale risulta
G(f) = 2¢ M,

L’energia risulta
E= QT‘G( f)\2 df = 274e4fdf =2.
0 0

Per trovare la banda a —3dB impongo la condizione

e ) = %m?X‘G( )

2

m?x\e(f)\ =|co)| =4

—4B_

B[ =254 =258 = im

L’energia posseduta dal segnale al di fuori della banda a —3dB

E= 27‘G(f)‘2 df = 274e4fdf = s%w =2¢ P =1.
B, B,

B



Parte Il — Probabilita e segnali aleatori

1) Due variabili aleatorie indipendenti X ed Y sono distribuite uniformemente nell’intervallo
[0,1]. Determinare e disegnare la densita di probabilita della variabile aleatoria X,

condizionata all’evento X > Y .
2) Tre variabili aleatorie indipendenti X, Y e Z sono distribuite uniformemente nell’intervallo
[0,1]. Trovare la probabilita che Z € [X, X + Y.

3) Una trasmissione binaria su canale AWGN utilizza la costellazione C’0 =1, C’1 =1s.

Determinare le regioni di decisione a massima verosimiglianza e la probabilita di errore
ammesso che i campioni di rumore all’ingresso del decisore abbiano varianza N per

dimensione.
Svolgimento

1) Procedendo con la definizione,

d d d PriX<a,X >Y}
a)=—2F a)=—Pr{X<a|X>Y}=— —
Fyxov(©@) do ey (@) da H=<al / da  Pr{X>Y}
0 a <0
[} xr [} T 1
PriX<a,X>Y}= for (,y)dyde = dydz = —a® « €[0,1]
J otttz =] e =
1/2 a>1
Pr{X>Y}:Pr{X§oo,X>Y}:%
d PriX <o, X>Y} 0ooash 1
r a, X >
o) =— =12a o« €|0,1] = 2arect(a — —
Tapeor(@) =32 Pr{X > Y} 0. @3
0 a>1

2) Conviene considerare una ulteriore variabile aleatoria W = Z — X', in quanto in questo
modo la probabilita richiesta pud essere scritta in termini di due variabili aleatorie invece di
tre:

Pr{Z e[ X, X +Y]}=Pr{Z - X €[0,Y]} = Pr{W €0,Y]}
La densita di probabilita di W ¢ data da

o 7tz

fW(V):%PT{Z—XSV}— jo;[ofzx (z,2)dzdx =
= [ LG+ 2)f @)z = [..] = (1= |s|rect(y / 2)

—00

Risulta quindi

Pr{W €[0,Y]} = jjfwywydydw—ffl wdydw—f(l w)* dw



3) Si puo procedere rapidamente in modo grafico. Per via analitica la regola di decisione ¢ data
da

@, = argmax f:uk\ak (y,,a) = arg max fnk (y, —a)=
L .
1 *ﬁHyk*“HZ . 2+
e = argmin Hyk — a”
a

= argmax

a 27N

0
Poiché il problema ¢ binario, si ottiene
2 2 N 2 2
i, =C, &y, —C| <. —c < Rew,(c,—C))>c,| -|c]
E sostituendo i punti di costellazione si ottiene
a, = C, < Re(y,) > Im(y,),
come si poteva ottenere immediatamente in modo grafico considerando 1I’asse del segmento

congiungente i punti di costellazione.
Per il calcolo della probabilita d’errore, questa ¢ data da

P(e)=Pr{a, =a }=Pr{a, =C, |a, =C}Pr{a, =C}+
+Pr{a, =C |a =CjPr{a, =C} =

::%fw{Rﬁ@@)>lhKyQ\ak=:CJ
-I-%PT{RG(%) <Im(y,)|a, =C} =

1 1
ZEPﬂmk>1+nw}+§PﬂL+mﬁ<nw}:

1

1
= EPr{nI.k LY 1} + EPr{nQ-k T 1}

Dove n,, ed n,, sonoicampioni delle componenti in fase e quadratura del rumore filtrato.

La variabile aleatoria n, , — in quanto combinazione lineare di variabili gaussiane

Mo
indipendenti, ¢ gaussiana con media la combinazione lineare delle medie e varianza la
combinazione lineare delle varianze, con pesi elevati al quadrato, ovvero ¢ gaussiana con

media nulla e varianza 2N 0
Si ottiene quindi

Ple) = SQU1L/ {2N,) + Q1 / {2N,) = Q(1 / {2N,).

Allo stesso risultato si sarebbe potuti pervenire immediatamente osservando che la distanza

tra i punti di costellazione & \/5 ed utilizzando il noto risultato relativo alla probabilita di
errore per una segnalazione binaria
1/2

Ple) = Q(E) = Q( \/Fo )-



